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Resumen.- Las técnicas de optimizacion por bisqueda directa son usadas extensamente para resolver problemas de
optimizacion de interés de ingenieria bioquimica y quimica. En este trabajo se presenta el algoritmo predictor-corrector
(Luus-Jaakola y Levenberg-Marquardt), con la validacidn de dos casos de estudio con estimacion de parametros: 1) El
primer caso de estudio fue manufacturado a partir de la solucién analitica con 4 parametros conocidos, de los cuales
se disefio un sistema de 3 ecuaciones diferenciales parciales (EDPSs). 2) se presenta un caso tomado de la literatura
donde se estudia el fendmeno de difusion en un gel de agarosa considerando la comparacién de la solucion numérica,
la solucién analitica y una solucion que considera una mejora en las condiciones de frontera del modelo propuesto en
la literatura. Las pruebas realizadas del algoritmo predictor-corrector muestran la viabilidad del método para ser
adaptado en la estimacion de parametros con modelos en ecuaciones diferenciales parciales cuando existe disparidad
en la magnitud de estos parametros. La factibilidad del algoritmo Luus-Jaakola de ser acoplado con el método
deterministico Levenberg-Marquardt (LM) es de utilidad para complementar la convergencia en la soluciéon de
problemas de estimacion de parametros cuando la seleccién de una aproximacién inicial adecuada es indispensable.

Palabras Clave: Parametros, estimacién, predictor, corrector, ecuaciones.

PREDICTOR-CORRECTOR ALGORITHM FOR PARAMETER ESTIMATION IN
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Abstract.- Direct search optimization techniques are widely used to solve optimization problems of interest in
biochemical and chemical engineering. In this work, the predictor-corrector algorithm (Luus-Jaakola and Levenberg-
Marquardt) is presented, with the validation of two case studies with parameter estimation: 1) The first case study was
manufactured from the analytical solution with 4 known parameters, from which a system of 3 partial differential
equations (PDEs) was designed. 2) A case taken from the literature is presented where the phenomenon of diffusion
in an agarose gel is studied considering the comparison of the numerical solution, the analytical solution and a solution
that considers an improvement in the boundary conditions of the model proposed in the literature. The tests performed
on the predictor-corrector algorithm show the feasibility of the method to be adapted for parameter estimation with
models in partial differential equations when there is disparity in the magnitude of these parameters. The feasibility of
the Luus-Jaakola algorithm to be coupled with the deterministic Levenberg-Marquardt (LM) method is useful to
complement the convergence in the solution of parameter estimation problems when the selection of a suitable initial
approximation is indispensable.

Keywords: parameters, estimation, predictor, corrector, equations.

Introduccion

Las técnicas de optimizacion por busqueda directa, como las redes neuronales, los algoritmos genéticos y la
optimizacion por Luus-Jaakola (LJ), son ampliamente utilizadas en ingenieria bioquimica y quimica para resolver
problemas de optimizacion. El algoritmo Luus-Jaakola ha demostrado su eficacia al alcanzar el 6ptimo global en
sistemas de ecuaciones algebraicas y diferenciales ordinarias. Sin embargo, en problemas altamente no lineales,
encontrar el optimo global puede ser complicado y no se garantiza con certeza (Luus, 2001). En este contexto, se han
realizado comparaciones entre el algoritmo LJ y algoritmos genéticos para analizar su velocidad de convergencia y
confiabilidad en la bisqueda del 6ptimo global (Liao y Luus, 2007).
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Desde su presentacion original en 1973, Rein Luus ha continuado mejorando el algoritmo LJ, enfocandose en su
implementacion y convergencia para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales en problemas de
ingenieria quimica, como reactores de tanque agitado continuo, procesos de fermentacion y "cracking catalitico" (Luus,
2001; Liao y Luus, 2007). Algunos autores han abordado limitaciones del algoritmo y propuesto mejoras, como el
Improved New Luus-Jaakola (INLJ) que utiliza la busqueda aleatoria adaptativa con el método de identificacion y
diversificacion (RasID) (Li D. et al., 2016). Esta mejora es especialmente Util cuando se consideran restricciones en el
sistema de estudio y la generacion de valores aleatorios es esencial para la solucién del problema.

La eficiencia y precision del algoritmo Luus-Jaakola ha sido motivo de debate, ya que se considera un método
heuristico, generando comparaciones con métodos deterministicos como el método Newton-Raphson (Wang y Luus,
1978; Spaans y Luus, 1998; Luus, 2001; Gumus y Floudas, 2001). Sin embargo, su principal ventaja radica en la
capacidad para encontrar una solucién éptima en el sistema de estudio independientemente de la aproximacion inicial,
a diferencia de los métodos deterministicos que requieren una aproximacion cercana para lograr la convergencia.
Ademaés, su facilidad de implementacidn, con solo 125 lineas de codigo y 4 condiciones de operacidn, lo hace atractivo
en términos de esfuerzo computacional (Liao y Luus; 2007).

Aungue el algoritmo Luus-Jaakola es eficaz en la solucidn de sistemas de ecuaciones, enfrenta limitaciones al abordar
la complejidad de los problemas de optimizacion del mundo real para encontrar el minimo global. Por esta razon, se
ha explorado el uso de algoritmos combinados/hibridos que combinan métodos heuristicos y deterministicos en
diversas areas de la ingenieria. La viabilidad de utilizar el algoritmo Luus-Jaakola como estrategia de blsqueda directa
previa al uso de un método deterministico radica en garantizar la convergencia mediante la prediccién cercana con el
algoritmo LJ y luego corregir con el método deterministico para estimar parametros (Ramirez-Martinez, 2008;
Mendes-Platt, 2014; Li N. et al., 2019; de Jests Rubio, 2020; Oliveros-Mufioz et al., 2021; Pal y Kaushik, 2023; Meena
et al., 2023).

En este trabajo se introduce una estrategia de estimacién de parametros basada en el algoritmo predictor-corrector para
abordar problemas gobernados por ecuaciones diferenciales parciales no lineales. En primer lugar, el algoritmo predice
una aproximacién inicial cercana a la solucion del sistema utilizando el algoritmo Luus-Jaakola. Luego, esta
aproximacion se refina mediante el método deterministico Levenberg-Marquardt (Marquardt, 1963; Ji et al., 2021;
Luo et al., 2021; Wang et al., 2022).

Esta estrategia puede aplicarse de manera efectiva en diversos problemas de ingenieria que involucren la bisqueda de
minimos globales o relativos durante el proceso de optimizacion, ya sea en sistemas no lineales regidos por ecuaciones
algebraicas, diferenciales ordinarias o ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

Metodologia

Implementacion del algoritmo Luus-Jaakola

La implementacién de algoritmo Luus-Jaakola (Luus y Jaakola, 1973), contempla los siguientes puntos. 1) El algoritmo
busca maximizar o minimizar la funcién P = f(xq, x5, ..., Xx,), Segun sea el caso, sujeta a las restricciones:
i1, %2, 00, %) <050 =1,2,...,m, hj(xy, %z, 0, %) 205 j =12, Y q(x1, X2, 0, %) = 0; Kk =1,2,...,5. 2)
El algoritmo genera nimeros aleatorios para cada conjunto {x;, x,, ..., X, } Y se evalla cada conjunto con respecto a las
restricciones g; < 0 y h; = 0. De esto se podran tener dos resultados: un conjunto de valores{xy, x, ..., x,,} que
satisfagan las restricciones y otro grupo de valores que no cumpla las restricciones. 3) Con el conjunto de valores que
cumplen con las restricciones se evalla la funcion P = f(x,, x5, ..., x,) Y Se almacena el valor que logre maximizar o
minimizar, segun sea el caso.

El algoritmo Luus-Jaakola tiene la finalidad de minimizar la suma de residuos cuadratica (S); considerando el sistema
de ecu_amones, ¢mod(_t_x;xpn), y un conjunto de datos experimentales, ¢,,,, de tal manera que la funcion objetivo (F)
se define en la Ecuacion 1.
— l 2
F= Z;n Zi(¢exp - ¢mod(t,x;Xpn)) (1)

Donde ¢mo€i(t,x;xpn) es la ecuguon s %p,, son_los parametros p_or es_tlmar, m el nurTlero de_: e_cuamones, I el nmero de
datos experimentales y n variables independientes. Una vez identificada la funcién objetivo, se tomas los valores
iniciales para cada parametro por estimar (x?, xJ, ..., x2) y un valor inicial para el rango de busqueda de cada parametro
(2,73, ..., nY). Posteriormente, se genera un conjunto de valores aleatorios (Y; ) con el fin de generar un nuevo valor
(Ecuacioén 2);
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Donde j = 1,2, ..., iteraciones maximas, i = 1,2,...,n y k = 1,2, ..., nimero maximo de datos aleatorios. Del
conjunto X de parametros estimados, los valores [xq, x5, ..., X,] que minimicen la funcion objetivo (F) en cada
iteracion j, seran asignados como conjunto inicial [x?,x?, ..., x2] en la iteracién j + 1. Durante cada iteracion j, el
rango es reducido con respecto al factor de contraccion (r/ = (1 — s)ri’_l, & > 0), hasta llegar al médximo nimero de
iteraciones (Salcedo, 1992; Spaans y Luus, 1998). La Figura 1 muestra una representacién esquematica del
funcionamiento del algoritmo Luus-Jaakola.

Figura 1. Principio del algoritmo Luus-Jaakola.

i, J Jeq —
® X, =x +y(1-¢)
j . .
® x/,,,nueva aprox.ini.que min(F)
x{’, aproximacion inicial

....... > y{i,k)nj(l —e)

@ F, funcién objetivo a optimizar

Nota. Descripcion del funcionamiento del algoritmo Luus-Jaakola a partir de una aproximacion inicial. Fuente: Elaboracién propia.

Implementacién del algoritmo Levenberg-Marquardt
Con la aproximacion del vector inicial dada por el algoritmo Luus-Jaakola, se determinara la aproximacion numérica

del vector de parametros con el método deterministico de Levenberg-Marquardt (Marquardt, 1963; Ji et al., 2021;
Luo et al., 2021; Wang et al. 2022). El algoritmo de Levenberg-Marquardt esta definido por:

Xpitt = Xpp — [Hp + Adiag (Hy)]'VS 3)
. .. 2 . .
Donde VS es el gradiente de la funcion § = Y7 Z%(d)exp - ¢mod(t,x;Xpn)) con respecto a cada parametro por estimar;
as as as 1T
=[— 4
vs [6Xp1 0Xp2 6Xpn] ( )
H,, es la matriz Hessiana nxn, donde n corresponde al nimero de parametros a estimar, se calcula:
a%s a%s 3%s
6Xp% 0Xp,0Xp, O0Xp,0Xpn
. a2%s a?%s az%s
Hessiano =\ oxps  9xp]  axpsoxmn )
a%s a%s 3%s
0XpndXpy 0XppdXp, axp3

A-diag(H,,) Corresponde al pardmetro de Levenberg-Marquardt LAMBDA (), que multiplica a la diagonal

principal de la matriz Hessiana y esta definida por;
a2%s

A pre: 0 0
. . a2s
A-diag(Hessiano) =| 0 A— 0 (6)
0Xp3
a2s
. . . . -1 . Vs _
Para evitar el célculo de la matriz inversa [H,,, + Adiag(H,, )]™*, se define que T+ iaiag ] = b. De tal forma que

si VS[Hj, + Adiag(H,,)]"* = b, puede multiplicarse por [H,, + Adiag(H,,)], y obtener VS[H, +
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Adiag (Hp)] Y [H,, + Adiag(H,,)] = b[H,, + Adiag(H,,)]. Considerando que [H,, + Adiag(H,,)] *[H,, +
Adiag(H,,)] = [I], se reescribe el sistema de ecuaciones como {VS} = {b}[H,, + Adiag(H,,)]. Este sistema de
ecuaciones se resuelve empleando el método de factorizacion LU, para obtener el vector {b}. Por lo tanto, la
aproximacion con el método Levenberg-Marquardt es definida en la Ecuacion 7.

{Xpi} = Xpp} — (b} ()

Durante la implementacion del algoritmo, el parametro de Levenberg-Marquardt LAMBDA ()) tiene un valor inicial
de 1.0 y es modificado con respecto al valor de la suma de residuos cuadratica (S). Si Si** < S, disminuye el valor
de LAMBDA ()), en caso contrario LAMBDA (A) aumenta con respecto a un factor de 1.1. Para saber si se ha
alcanzado la convergencia, se compara el valor absoluto del gradiente con la tolerancia. Si el valor absoluto del

gradiente de S, (abs(VS)), es menor a 1.0E-05, de tal manera que si (abs (azZ)STOL,abs (azi)s
2

TOL, ...,abs (a ) < TOL); se considera que el método cumple con la tolerancia y se detienen las iteraciones.

1
as

Pn

Discretizacion de la coordenada espacial

Después de identificar el modelo y los parametros a estimar, es necesario adimensionalizar el modelo antes de proceder

a su discretizacién en su coordenada espacial utilizando el método de diferencias finitas. La discretizacion tiene como

objetivo convertir la ecuacidn diferencial parcial en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. EI nimero de

ecuaciones diferenciales ordinarias resultantes dependera del nimero de nodos definidos durante el proceso de

discretizacion.

99 2%¢ | A1 9¢ Az¢

e s Ry

Para discretizar la ecuacién diferencial parcial se utilizan las diferencias finitas centrales para los nodos interiores.

aoi _ A [¢i+1—2¢i+¢i—1 Ay (¢i+1—¢i—1)] Az¢i

dt 0 dx? X 2dx Az+As¢; 9
i=2,3, ..., (nodos-1)

La condicion de frontera 1 representa al nodo 1y es discretizada con diferencias finitas hacia adelante.

. . .y d
— discretizacion — cl_(f (8)

$2-¢
X1 =0, (P2) + Gy = G (10)
La condicion de frontera 2 representa al Gltimo nodo y es discretizada con diferencias finitas hacia atréas.
¢no OS_¢ noaos—
KXnodgos = 1,C4 (%) + CsProaos = Co (11)

El valor de dx, es definido por dx = :
nodos—1

Resultados

Estimacion de 4 parametros en un caso de estudio manufacturado

El caso de estudio 1 (caso manufacturado) estd compuesto por tres ecuaciones diferenciales parciales y se plantea a
partir de la solucion analitica (Ecuacion 12, Ecuacion 13 y Ecuacion 14)

. 2
T; = Xpq sin(x) + t+;p2 12)
T, =Xpxe™” (13)
T, = 23 4 2 (14)

t+Xpa

De la solucién analitica, se plantean los pardmetros x,,1, X5, X3 Y X4 CON vector solucion x,,, = [3.0,1.0,2.0,0.5]".

Se disefio un sistema de tres ecuaciones diferenciales, cada una con sus correspondientes condiciones de frontera y
condicidn inicial con una estructura distinta por ecuacién diferencial;

My _ o (9My) 4 (9T2)* _ 2 () — Xo.e~t
at 2 (6x2> + (6x) (t+Xp2)2 + ZXpl sin(x) Xp3€ (15)

Donde la condicion inicial esen t =0, Ty = Xp,; sin (x) +;—x. La condicién de fronteralen x = 0,7, =0y la
P2

condicion de frontera2enx = 1,T; = 3 sin (1) + x
t+Xpo
Ty _ 5 (9213 _ -t
e =3 (538) ~ Xpare (16)
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Donde la condicion inicialent = 0,T, = X,,3x. La condicion de fronteralenx = 0,T, = 0y la condicion de frontera
2enx =1,T, = 2e”¢.
oy _om 05 x

= ———X,,cos(x) —
at  ox = oax? (me)z p1 ()

— 6x a7

C+Xp2

VST 2 . e Y
Donde la condicién inicial esent = 0, Ty = x3 + x—x ,. La condicion de fronteralen x = 0,73 = 0y la condicion de
p2
2

t+xp4'

frontera2enx =1,T; =1+

Los datos experimentales manufacturados para la estimacion de parametros se obtienen de la solucién analitica, donde
se establece x = 0.5, x,,, = [3.0,1.0,2.0,0.5]", abarcando un rango de tiempo de 0 a 1. Para resolver el sistema de
ecuaciones en derivadas parciales (EDPs), se realiz6 una discretizacién de la coordenada espacial de cada EDP, junto
con las condiciones de frontera correspondientes, generando tres sistemas de ecuaciones en derivadas ordinarias
(EDOs). Estos sistemas estan conformados por mallas de 15, 21 y 35 nodos, respectivamente. Se utiliz6 el método de
Runge-Kutta de 4to orden para resolver dichos sistemas. Ademas, se incorpora el algoritmo Luus-Jaakola para ajustar
el factor de contraccién al modificar el nmero de nodos durante la estimacion de parametros.

En este caso, se puede apreciar que el nimero de iteraciones impacta la precision del algoritmo en la aproximacion
obtenida mediante el uso del método Luus-Jaakola. Es fundamental considerar que, al aumentar el nimero de nodos
en la solucién numérica de las ecuaciones diferenciales parciales con diferencias finitas, también se incrementa la
cantidad de ecuaciones a resolver. Del mismo modo, si se aumenta el nimero de iteraciones durante la ejecucion del
algoritmo Luus-Jaakola, el tiempo de computo aumenta, tal como se muestra en la Tabla 1.

Tabla 1. Comparacion de diferentes factores de contraccion(e) del rango de busqueda del algoritmo Luus-Jaakola.

Nodos Vector de parametros encontrado Suma dp_re&duos Tiempo de computo
cuadraticos (S) (s)

[2.25796, 0.61267, 1.16962, 0.51642] 3.04299 54.91
[2.85905, 0.89233, 1.98194, 0.50124]% 0.02591 54.96

15 [2.99448, 0.99971, 1.98668, 0.50146]* 0.00027 54.87
[2.25795, 0.61267, 1.16960, 0.51643]"* 3.04312 27.65
[2.84861, 0.88345, 1.98602, 0.49980]" 0.03068 27.59
[2.96929, 0.98880, 1.97909, 0.50283]" 0.00223 27.51
[2.25801, 0.61280, 1.16964, 0.51659]* 2.98875 2054.00
[2.93414, 0.95307, 1.97235, 0.50324]% 0.00555 2387.00

21 [3.00096, 1.00956, 1.97129, 0.50273]% 0.00130 1381.37
[2.25800, 0.61281, 1.16962, 0.51660]"* 2.98888 673.00
[2.92489, 0.94595, 1.97954, 0.50200]"2 0.00737 691.18
[2.98567, 0.98985, 1.97134, 0.50100]" 0.00200 691.12
[2.25247, 0.61618, 1.17278, 0.52120]* 2.78752 1936.68
[2.96340, 0.99266, 1.91425, 0.50918]% 0.01140 1924.10

35 [2.98273, 1.00899, 1.91535, 0.50900]* 0.01134 1964.54
[2.25246, 0.61619, 1.17277, 0.52121]"* 2.78764 945.29
[2.95631, 0.98824, 1.91714, 0.50943]"2 0.01164 1226.00
[2.93932, 0.97236, 1.92994, 0.50622]> 0.01417 925.93

Nota: Se presenta el Caso de estudio 1 utilizando diferente nimero de malla para la discretizacion de la coordenada espacial. Condiciones de
operacion del algoritmo Luus-Jaakola para obtener cada vector de parametros: @100 iteraciones, 20 valores aleatorios por iteracion, h=1E-04 y
€=0.80. 2100 iteraciones, 20 valores aleatorios por iteracion, h=1E-04 y €=0.90. 100 iteraciones, 20 valores aleatorios por iteracion, h=1E-04 y
€=0.95. 50 iteraciones, 20 valores aleatorios por iteracion, h=1E-04 y €=0.80. 250 iteraciones, 20 valores aleatorios por iteracion, h=1E-04 y
€=0.80. "50 iteraciones, 20 valores aleatorios por iteracion, h=1E-04 y e=0.80.

A continuacion, se presentan los resultados de la estimacion de parametros mediante el algoritmo predictor-
corrector, utilizando diferentes mallas para la discretizacion de la coordenada espacial y sus correspondientes
condiciones de operacion (ver Tabla 2). En este caso, se observa que la estimacién de pardmetros con una malla de 35
nodos obtuvo la menor suma de residuos cuadraticos (3.24000 E-08). Sin embargo, también requirié un mayor tiempo
de computo debido a que se deben resolver simultdneamente 99 ecuaciones diferenciales ordinarias y 6 ecuaciones
algebraicas en cada paso de integracidn utilizando el método de Runge-Kutta de 4to orden.
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Tabla 2. Resultados de la estimacién de parametros utilizando el algoritmo predictor-corrector para el Caso de

estudio 2
T . . Suma de residuos cuadréaticos (S) .
Estimacion de parametros con el algoritmo . - Tiempo de
Nodos . con el algoritmo predictor-corrector .
predictor-corrector (LJ-LM) (LI-LM)) computo(s)
7 [2.96524, 0.97154, 1.98258, 0.50055]* 2.18579E-03 20.46
15 [2.99937, 0.99998, 1.99861, 0.50005]° 2.29720E-06 75.90
21 [2.99969, 0.99996, 1.99943, 0.50001]° 4.20800E-07 416.56
35 [2.99989, 0.99994, 1.99995, 0.49998]" 3.24000E-08 2129.95

Nota: Condiciones de operacion del algoritmo predictor-corrector: ®Luus-Jaakola (50 iteraciones, 20 valores aleatorios por iteracién, h=1E-04
y €=0.95) y Levenberg-Marquardt (Ai,=1.0, No. De iteraciones=22 y h=1E-04), Luus-Jaakola (50 iteraciones, 20 valores aleatorios por iteracion,
h=1E-04 y €=0.95) y Levenberg-Marquardt (Ain=1.0, No. De iteraciones=22 y h=1E-05), ‘Luus-Jaakola (50 iteraciones, 20 valores aleatorios por
iteracion, h=1E-04 y €¢=0.95) y Levenberg-Marquardt (Ai;=1.0, No. De iteraciones=22 y h=2E-06) y “Luus-Jaakola (50 iteraciones, 20 valores
aleatorios por iteracion, h=1E-04 y €=0.95) y Levenberg-Marquardt (Ain=1.0, No. De iteraciones=22 y h=1E-06).

A continuacion, en la Figura 2 se observa la comparacion de la estimacion de los parametros para una malla de 35
nodos, se observa el modelo con la primera estimacion de parametros (LJ) y su segunda estimacion (LM).

Figura 2. Estimacion de parametros con el algoritmo predictor-corrector para una malla de 35 nodos
3.0

Funeion (T1, T2, T3)

0.0
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Tiempo adimensional

Nota: Resultados de la estimacion de parametros del Caso 1, se presenta la estimacién con Luus-Jaakola y la refinacion de la solucion con
Levenberg-Marquardt al comparar con los datos experimentales manufacturados. En color rojo: linea sélida (LM), linea punteada (LJ), rombos(datos
experimentales manufacturados para T;); en color azul: linea sélida (LM), linea punteada (LJ), rombos(datos experimentales manufacturados para
T,) y en color verde: linea solida (LM), linea punteada (LJ), rombos(datos experimentales manufacturados para T5) Fuente: Elaboracion propia.

En los casos de estudio manufacturados, es crucial utilizar un algoritmo predictor-corrector, como el algoritmo Luus-
Jaakola, para asegurar la convergencia del método de Levenberg-Marquardt. Esto se debe a que una aproximacion
inicial precisa y cercana a los valores reales de los parametros es fundamental para que el método converja
exitosamente. Si la aproximacion inicial no es adecuada, no hay garantia de que el método converja. Al estimar los
cuatro pardmetros conocidos, el algoritmo Luus-Jaakola proporciona una aproximacion inicial adecuada, lo que
garantiza la convergencia deseada. Por otro lado, si se utiliza Unicamente el método de Levenberg-Marquardt con una
aproximacion inicial de 0 o 1 para cada parametro, el método diverge. En resumen, la implementacion del algoritmo
predictor-corrector Luus-Jaakola es esencial en los casos de estudio manufacturados, ya que proporciona una
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aproximacion inicial precisa que asegura el éxito de la convergencia del método de Levenberg-Marquardt al estimar
los parametros conocidos, evitando problemas de convergencia causados por aproximaciones inadecuadas.

Difusion controlada de un péptido antimicrobiano para peliculas de biopolimeros

Se propone como caso de estudio 2 para validar el algoritmo predictor-corrector el modelo propuesto por Sebti et al.
(2003) para determinar el coeficiente de difusion aparente de una solucion de nisina en contacto con un gel de agarosa
empleando la segunda ley de Fick. El procedimiento experimental del fendmeno de difusion estudiado se realiz6 con
una concentracion inicial de nisina en la solucion de 376 pg/ mL, con una temperatura de 22.3°C y el gel de agarosa
fue cortado en rebanadas delgadas de 1 mm para medir la concentracién de nisina a los 5.9 dias del experimento.

Sebti et al. (2003), proponen que modelo para la difusividad en el gel de agarosa obedece la segunda Ley de Fick
dentro de un cilindro semi-infinito, donde el coeficiente de difusividad (D) es constante (Ecuaciones 18, 19 y 20).

aCa _ 9%Ca (18)

at ~ Teff gp2

CFl:z = 0,"’6& =0 (19)
VA

CF2:z—5,C,=C; =0 (20)

Este problema fue resuelto de forma analitica con la transformada de Laplace (Sebti et al., 2013), obteniendo la
siguiente solucion:

W, = Si=¢a =erf( z ) (21)

Co—Cinit 2,/Desrt

La validacion de este caso de estudio se realizo a partir de los datos experimentales reportados por Sebti et al. (2003)
del experimento E, los cuales se obtuvieron con el software Engauge Digitizer. La solucion analitica fue replicada para
realizar la estimacion de parametros con el algoritmo predictor-corrector, considerando la suma de residuos:

2
. . zZ
min S = min y2t0s (WA(experiment‘al) —erf (Tﬁtc)) (22)

De forma complementaria, se propone un modelo adicional (Flores-Martinez et al., 2018). Se considera que durante
el experimento de difusién la solucion de nisina fue agitada lentamente, por lo tanto, se presume la existencia de
resistencia interfacial y se propone una modificacion al modelo de propuesto originalmente por Sebti et al. (2003). La
mejora al modelo consiste en madificar la condicion de frontera donde el gel de agarosa esta en contacto con la solucién
de nisina (CF2). De tal forma que el modelo propuesto para este caso de estudio es;

9Ca _ 9%Ca (23)
at — eff 952
CFl:z=0,24=0 (24)
CF2: 2= H es —Diyp 22 = k(€4 — Csor) - (25)
Este modelo se resuelve empleando el método de separacion de variables, resultando la siguiente solucion analitica:
—AZD,f st
neff
oo H? i /1n ~ ~
Ca=12 Zn=1Wcos (An * (1 - %)) (CR — Caso) + Casor (26)

Con la funcioén trascendente:
Ansenl, — BimcosA, =0 n=12,34,5,.. (27)

Este modelo fue empleado para validar la solucion numérica obtenida al emplear el algoritmo predictor-corrector a
partir de la Ecuacion 22 con sus respectivas condiciones de frontera y condicién inicial. EI modelo con resistencia
interfacial fue resuelto al discretizar la coordenada espacial (z), para posteriormente resolver el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias con el método de Runge-Kutta de 4to. Orden. Se discretizd el modelo con una malla de 51
nodos, para este caso de estudio en particular al conocer aproximadamente el orden de magnitud de los parametros a
estimar se agrega un factor de escala adicional al algoritmo Luus-Jaakola, de tal forma que la estimacion con Xp; =

(Xpij_1 + ykinj_l) * factor de escala. Tanto el modelo propuesto por Sebti et al. (2003) y el modelo sugerido por
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Flores-Martinez et al. (2018) fueron utilizados para evaluar el algoritmo predictor-corrector al minimizar la suma de
residuos cuadraticos (Tabla 3).

Tabla 3. Resultados de la estimacidn de pardmetros con el algoritmo predictor-corrector
Solucién analitica Solucién analitica con  Solucion numérica con
con el modelo de el modelo de Flores- el modelo de Flores-
Sebti et al. (2003)*  Martinez et al. (2018) ® Martinez et al. (2018) ¢

Dess (m_2> 8.34183 x 107! 1.08731 x 10710 1.08731 x 10710
S
K, (%) ---------- 1.80632 x 1078 1.80632 x 1078
cP (&) 230.8 236.65 236.62
mL
Error promedio (%) 33.28 30.89 27.87
Suma de residuos cuadraticos (S) 2005.89577 1923.42294 1225.95416
Coeficiente de correlacion (R?) 0.98968 0.98943 0.996398
Tiempo de computo (5s) 031 e 1533.64

Nota: Condiciones de operacion del algoritmo predictor-corrector: 2Luus-Jaakola (200 iteraciones, 100 valores aleatorios por iteracion, y €=0.90)
y Levenberg-Marquardt (Ai=1.0, No. De iteraciones=1000), °Luus-Jaakola (100 iteraciones, 200 valores aleatorios por iteracion y €=0.90) y
Levenberg-Marquardt (Aini=1.0, No. De iteraciones=1000), °Luus-Jaakola (50 iteraciones, 50 valores aleatorios por iteracion, factorl=1E-08,
factor=1E-09, h=1E-05 y €=0.90) y Levenberg-Marquardt (Ain=1.0, No. De iteraciones=100 y h=1E-06).

Los resultados del algoritmo predictor-corrector muestran una mejora en la estimacion de parametros, reduciendo el
error promedio de un 33.28% utilizando la solucién analitica basada en la transformada de Laplace (Sebti et al., 2003)
a un 30.89% utilizando la solucidn analitica por separacion de variables (Flores-Martinez et al., 2018). Ademas, se
logra una estimacion numeérica con un error promedio del 27.55% utilizando las Ecuaciones 23, 24 y 25.

Es importante destacar que el modelo propuesto por Flores-Martinez et al. (2018) presenta una menor suma de residuos
cuadraticos, lo que indica un mejor ajuste a los datos experimentales (Figura 3) en comparacion con el modelo original
propuesto por Sebti et al. (2003). Esto se debe a que el modelo de Flores-Martinez et al. (2018) incorpora la presencia
de resistencia interfacial en la frontera donde la solucion de nisina y el gel de agarosa estan en contacto, lo cual es
consecuencia de la agitacion lenta de la solucion de nisina.

Figura 3. Ajuste del modelo con los datos experimentales. a) Solucién analitica propuesta por Sebti et al. (2003). b)
Solucién numérica obtenida de la estimacion de pardmetros con el algoritmo predictor-corrector del modelo
propuesto por Flores-Martinez et al. (2018)

a) b)
250 § 250 %
e 31
w200 T4 5200 T4
] ;‘ = \
g ‘\ g -+ ‘\
10T W 150 .
: N : N
< 100 1 > < 100 T N
.‘§ “0. .‘5 «‘;
g 50 1 " 350 1 .
g e g *.
@ tho000000e 5 420000000
g 0 t t t === 4= { g 0 f f f == + i
=] Q
- - 17 o o o 0
%, % o 5, % Y, g, %, O
D % % D B % 7 % n B % b % %
z adimensional z adimensional

Nota: Datos experimentales adaptados de Sebti et al. (2003). Fuente: Elaboracién propia.

Flores-Martinez et al. (2018) emplean el método de Levenberg-Marquardt para la estimacion de parametros obteniendo
un coeficiente de correlacion del modelo con los datos experimentales de 0.98, la estimacion de parametros partir de
la solucién numérica del modelo con el algoritmo predictor-corrector tiene un coeficiente de correlacion de 0.99. Lo

19



danieu.t ISSN en tramite

Afio 1, Ndm. 1, Vol. I, Enero Junio 2023 pp. 12-21

anterior, permite validar que la estimacion de parametros puede realizarse sin conocer la solucion analitica de un
sistema gobernado por ecuaciones diferenciales parciales del tipo parabdlico, esto sucede cuando existe la dificultad
de encontrar la solucién analitica de dicho sistema.

Conclusiones

El proposito de implementar un método predictor-corrector es obtener una aproximacion inicial cercana a la solucion
al utilizar el método de busqueda local de Levenberg-Marquardt. En este sentido, el algoritmo Luus-Jaakola, al ser un
método de busqueda directa, puede generar un vector de parametros adecuado que luego sera refinado por el método
de Levenberg-Marquardt.

Las pruebas realizadas con el algoritmo Luus-Jaakola demuestran su viabilidad para adaptarse a la estimacion de
parametros en modelos que involucran ecuaciones diferenciales parciales, especialmente en casos donde exista una
disparidad en la magnitud de dichos parametros. Esto es relevante, por ejemplo, al estimar coeficientes de difusividad
y la constante de transferencia de masa en sistemas gobernados por la segunda Ley de Fick. El algoritmo Luus-Jaakola
es capaz de proporcionar un vector inicial de aproximacién apropiado. Ademas, se observa que el algoritmo tiene la
capacidad de encontrar maltiples minimos locales al modificar la aproximacion inicial, siempre que la topologia de la
funcion lo permita.

De esta manera, el método predictor-corrector propuesto garantiza la identificacion de al menos un minimo local al
estimar parametros en sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas, considerando sus respectivas
condiciones de contorno e inicial. Esta misma estrategia puede extrapolarse a la estimacion de parametros en sistemas
de ecuaciones algebraicas, sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales, y sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales elipticas o hiperbdlicas, junto con sus condiciones de contorno e inicial
correspondientes. Por Ultimo, se agradece el apoyo del Tecnoldgico Nacional de México (TecNM) con los proyectos
13754.22-P y 17152.23-P.
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